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Dinamica Lagrangiana

» O formalismo desenvolvido por Newton se caracteriza por lidar
com grandezas vetoriais (Mecanica Vetorial).

» A Mecanica Analitica trata com grandezas escalares (coordenadas
e energias), categoria em que se encaixam as teorias
desenvolvidas por Lagrange e Hamilton).

» Na introducao de seu livro Méchanique Analytique, publicado em
1788, Lagrange alertava:” Nenhum diagrama sera visto neste
trabalho”. Quer dizer, € possivel resolver todos os problemas
acerca do movimento, como aqueles em que usamos a teoria de
Newton, sem faz a menor mengao a forgas ou vetores.



Dinamica Lagrangiana

> Vinculos

Sao limitagcdes as possiveis posicoes e velocidades das particulas
de um sistema mecanico, restringindo a priori 0 seu movimento.

E importante salientar que os vinculos s&o limitagdes de ordem
cinematica impostas ao sistema mecanico.

 As restricoes antecedem a dinamica e precisam ser levadas em
conta na formulacao das equacdes de movimento do sistema.

* Restricoes de natureza dindmica - decorrentes, portanto das
equacgdes de movimento — ndo sdo vinculos.




Dinamica Lagrangiana

Exemplo 1:

A segunda lei de Newton obriga uma particula sujeita a uma forca
central a se mover num plano fixo, mas isso ndo caracteriza um
vinculo, pois € de natureza dinamica.
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Exemplo 2:

Uma particula esta restrita a uma superficie fixa. Seja 7 = (x, v, z)
0 vetor posicdo da particula relativa a um sistema cartesiano de
eixos em relagédo ao qual a superficie permanece fixa. Entdo x, y, z
nao sao variaveis independentes mas devem satisfazer

f@ = f(x,y,2)=0

onde f(¥) =0 é a equacdo da superficie. Se, por exemplo, a
superficie for uma esfera centrada na origem,

f(x,vy,z) = x> +y? + z?> — R?

onde R é o raio da esfera.
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Exemplo 3:

Uma particula esta restrita a uma superficie mével e deformavel.
Neste caso x, y,z obedecem a equagao

f@ ) =fxyzt) =0

a dependéncia temporal explicita indica a mudanca na forma ou
localizacao da superficie no transcurso do tempo.
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Exemplo 4:

Duas particulas movem-se no espac¢o sempre unidas por uma haste
rigida. O vinculo tem a forma

(r—m)*=1?=0

ou, equivalente,
(xz —x1)* + (2 —y1)* + (22— 2)* = 1> =0

sendo [ o comprimento invariavel da haste.
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Exemplo 5:

Um péndulo duplo oscila num plano vertical fixo. As equagdes de
vinculo sao

x*+y?=12=0, (x =2+, —y1)*—1,*=0
Ty %

(X, —x)* + (v, —y1)* = L,° L,
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> Coordenadas Generalizadas

Considere uma particula ou sistema de particulas em movimento,
sujeita a possiveis restricdes (vinculos). Havera um numero minimo
de coordenadas independentes necessarias para especificar o
movimento.

Essas coordenadas representadas por

91, 921 -Gy

sdo0 chamadas coordenadas generalizadas e podem ser distancias,
angulos ou valores relacionados a eles.
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» Notacao:

O subscrito « variara de 1 a n, o numero de graus de liberdade,
enquanto o subscrito v variara de 1 a N, o numero de particulas do
sistema.

= Considere o vetor posi¢ao da v-particula em relagdo ao sistema de
coordenadas xyz como

-

r, = x,1+ y,J + ZVE

A relacdo entre as coordenadas generalizadas e as coordenadas de
posicao sao dadas pelas equacdes de transformacéo,
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Xy = xv(ql' 2, -, qn, t)

Y = W(q1, 92, -, qn, t)

Zy Zy (CI1; q2, -, qn, t)

Na forma vetorial, podemos escrever

Fv — Fv((fh: d2, -, qn, t)

Essas funcbes sdo consideradas como sendo continuas e tendo
derivadas continuas.
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> Espaco de Configuracao

= Como as coordenadas generalizadas s&do independentes entre
si, em principio, € possivel imaginar um conjunto de eixos
mutuamente perpendiculares definindo um espaco de n
dimens0es, em que cada ponto representa uma possibilidade,
uma configuracao, em que o sistema pode se encontrar.

= A evolugédo temporal do sistema é representada por uma curva

q(t) neste espaco.
KJ |

r
q'1+1
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A figura mostra a representagdo bidimensional
% dessa curva no espago de configuracdo (a
representacdo cartesiana € apenas simbolica,

. Ppois no caso geral tal estrutura nao e garantida;
/‘J " por exemplo, a coordenada
pode ser um angulo) entre os instantes t, e t,.

Neste contexto, chamaremos de velocidade
% generalizada a derivada
temporal da coordenada generalizada:

» Velocidade Generalizada: chamaremos de velocidade generalizada
a derivada temporal da coordenada generalizada:

o
q1 ot
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Exemplo 6:
Escreva as equacdes de transformacao o péndulo duplo

T %

x1 —_ ll Sin 91

0
yl — ll COS 61 l L
Xy = l]_ Sin 01 + lz Sin 62 m (%1, 31)
y, = 1y cos 84 + I, cos 6, e

O sistema tem apenas 2 grau de 5
liberdade com coordenadas yY
generalizadas q,=6,e q,= 6,
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> Vinculos Holonomos

Sejam as coordenadas de um sistema representadas por q,, 5, -..,q,
e 0 tempo representado por f. Se todas as restricbes do sistema
podem  ser representadas por equagcbes da  forma
¢(q4, 92, ..., 45, t) = 0 ou sua equivalente, entdo o sistema é dito

holonémico.
= Envolve o tempo de modo explicito.

> Vinculos Nao-Holonomos

S30 aqueles que ndo podem ser expressos dessa forma. Exemplo: as
paredes de um recipiente esférico de raio a onde encontram-se
confinadas as moleculas de um gas. Nesse caso 0s vinculos sdo r;< a
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Exemplo 7:

Um cilindro rola sem deslizar ao longo de uma linha reta. Sendo x a
posicao do centro de massa do cilindro e ¢ o angulo de rotacao do
centro de massa, a condicdo de rolar sem deslizar € representada
por

xX=Rp —> Xx—Rp=0

onde R é o raio do cilindro.

%

X
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Exemplo 8:




Exemplo 8:

Um disco vertical (moeda) rola sem deslizar num plano horizontal.
Sejam (x, y) a posicdo do centro de massa do disco, & 0 angulo do
plano do disco com 0 eixo x e ¢ 0 de rotagcao do disco em torno do
seu eixo de simetria. Sendo v a velocidade do centro de massa, 0
disco rola sem deslizar desde que ¥ = R¢ .

Sabendo que x = v, =v-cosf e y =v, =v-sinf, somos
conduzidos as equacoes

X —Rpcosd=0 e y—R¢psind=0

que exprimem matematicamente a condicdo de rolamento sem
deslizar.
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»  Principio de D’Alembert

O principio de D’Alembert, ou principio do trabalho virtual, usa a nogéo
de coordenadas generalizadas e o conceito dos deslocamentos virtuais
para eliminar as forcas de vinculo da descri¢do do problema.

= Sem aparecerem explicitamente nas equacgbes (forcas de
vinculo), mantém "automaticamente' as restricbes ao movimento,
reduzindo de maneira natural o numero de graus de liberdade
considerados na descricao do sistema.
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» Deslocamentos Virtuais

= A formulagdo lagragiana da mecanica parte do principio de
D'Alembert de trabalhos virtuais nulos.

= Sua ideia consiste em considerar como variagdes virtuais' 67; nas
posicdes das particulas, i.e. variagdes hipotéticas na configuracao
instantanea do sistema, alterariam quantidades relacionadas a sua
energia.

= Em certo sentido, queremos determinar como 0 sistema se
comporta nas ‘vizinhangas' de sua configuracédo instantanea para
entender qual das rotas possiveis a natureza escolhe na evolugéo
temporal.
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= Esquerda: A mecanica newtoniana descreve um sistema mecanico
através do conjunto de posicdes {r;(t)} de todas as suas
particulas.

= Direita: O principio de D'Alembert considera como o sistema
mecanico responde a uma mudancga ‘virtual’ (i.e. hipotética) de
configuracdo representada pelo conjunto de vetores infinitesimais

{6Ti(D)}.

A mj AT
2 2T o 67
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Séo deslocamentos infinitesimais de cada particula que levam a
uma configuracdo possivel a outra configuracdo possivel
Infinitesimalmente proxima no mesmo instante t.

Dado um sistema de N particulas os deslocamentos virtuais
or;,i =1,...,N, sdo deslocamentos infinitesimais das posi¢des
1y, ..., Ty realizados instantaneamente e com a propriedade de
serem compativeis com os vinculos

Deslocamentos Virtuais: em suma, as caracteristicas definidoras
dos deslocamentos virtuais sao:

eles sao infinitesimais;

ocorrem num instante t fixo;

nao violam os vinculos.
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» Trabalho Virtual

Nesse formalismo, a distingao entre forgcas de vinculo e outras forcas,
que chamaremos de forgas aplicadas, € fundamental. Seja entao

- -

F;=F@+f,

a forca total atuando na i-ésima particula do sistema, onde f; sao

as forcas de vinculo e F,(*) s&o as forgas aplicadas, que podem
ser externas ou devido as outras particulas do sistema.
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Veremos inicialmente como fazer isso no caso estatico, isto €, um

sistema de particulas em equilibrio. Neste caso F; = 0 e, quaisquer
que sejam os deslocamentos virtuais 73,

N
ﬁi'6Fi=O

como Fi=F@® 4 f

N
resulta z ﬁi(a) . 87 + 2 fl . 6T, =
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Levando em conta que o trabalho virtual das forcas de vinculo é zero,
somos conduzidos ao chamado principio dos trabalhos virtuais:

N
ﬁi(a) . 577'1 —_ O
=1

l

Este principio permite exprimir a condi¢ao de equilibrio para sistemas
vinculados em termos somente das forcas aplicadas.
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Exemplo 9:

Considere a barra girando horizontalmente com velocidade angular o e
na qual uma conta pode deslizar sem atrito, conforme a figura. O
deslocamento virtual da particula ocorre com o tempo congelado e €
feito ao longo da barra com esta parada. O deslocamento real da conta,
por outro lado, leva a rotacdo da barra. Note que a for¢a de vinculo em

cada instante é sempre perpendicular a barrae 67 - f = 0.

VA
_ - “mdt
PR
dr _

e

o /0=t
-
X
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Exemplo 10:
No caso do péndulo simples o deslocamento virtual coincide com o real
e esta na direcdo 6, perpendicular a tens&o no fio.

-~
Y

dl‘:ﬁ[‘
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Estamos interessados na dinamica, que pode ser formalmente
reduzida a estatica escrevendo a segunda lei de Newton na forma
ﬁi — ﬁi =0, com p; = mi?i . Segundo a interpretacdo de
d’Alembert. Cada particula do sistema encontra-se em “equilibrio” sob
uma forca resultante que € a soma da forca real com uma “forca

efetiva invertida” igual a —ﬁi. Esta for¢a adicional ficticia € uma forca
de inércia existente no referencial que acompanha o movimento da
particula, isto €, no qual ela permanece em repouso. Podemos
escrever:

Z(ﬁz —F)-6%=0
;

é verdadeira para qualquer deslocamento virtual 67;.
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Usando a equagdo F; = F,(@ +f, e admitindo a nulidade do
trabalho virtual das for¢as de vinculo, resulta o chamado principio de
d’Alembert:

Z(ﬁz —F,®).67% =0
;

Este principio representa uma extensao do principio dos trabalhos
virtuais a sistemas mecanicos em movimento.

Em suas aplicagdes concretas € preciso levar em conta que 0s
deslocamentos virtuais 67; ndo sdo independentes, pois tém que
estar em harmonia com 0s vinculos.
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Exemplo 11:

Utilizando o principio de d’Alembert, encontrar as equacbes do
movimento para o sistema mecanico da maquina de Atwood.
WG GL LT L LXN LN GO AN s

il JO UL
&

ik, 2
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Solucao:

A roldana é suposta sem massa e sem atrito. Com o sistema
cartesiano indicado na figura, temos: N .
rn=Xql € T = Xyl
LT BV 5L BT B M) LTS T 2

e 0 vinculo holdbnomo escreve-se:

X1+ xy, =1

% onde a constante [ € determinada pelo raio da

roldana e o comprimento do fio, suposto
o -Y-- Inextensivel e de massa desprezivel.
o : Claramente, o0s deslocamentos virtuais
= 5x, e 8x, S0 compativeis com o vinculo
x1 + x, = [ e estao relacionados por

0x;1+0x, =0 - 0x1 =—0x,
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Em outras palavras, se uma das massas sobe a outra desce a
mesma distancia, e vice-versa.

m17._‘;1 ¢ 57:)1 + mzﬁ;i)z ¢ 67:)2 —_ ﬁl(a) ¢ 57:)1 + P_)'Z(a) ¢ 57:)2

=mygi-6r; + mygi- 67,

myXq - 6x1 + (—myxy) - (—6x1) = mygdx; + myg(—6xy1) -

- (my + my)X%,8x; = (my —my)gdxq
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(my + my)%,6x, = (Mg — my)gdx,

Em vista da arbitrariedade de &x4, resulta a equacdo do movimento
da massa m;:

(my + my)¥; = (Mg —my)g

? —ml_ng
| =
mq; +m,

esse resultado coincide com o resultado obtido pelo tratamento
newtoniano elementar. A aceleracdo de m.,é simplesmente X, =
- x1
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» Forcas Generalizadas

Se W for o trabalho total realizado sobre um sistema de particulas
pelas Forcas F,(® = F, atuantes (aplicadas) sobre a k-ésima
particula, entao

n
dWw = z Qxdqx
i=1

onde
N —>
Z -
— aClk

Q, é chamada de forga generalizada associada a coordenada
generalizada q, .
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Exemplo 12:

Considere o péndulo ilustrados nas figuras abaixo. Nesse caso
F@ =mgz, f=—T# e a transformacdo de (x, y) para a
coordenada generalizada 0 € x = a cos 4, y = a sin 6. A forca
generalizada para a coordenada 4 é

A condicao de equilibrio Q=0 fornece 6=00u 6 =Tr.
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» Equacoes de Lagrange

A forca generalizada pode ser relacionada com a energia cinética
pelas equacoes

d (0T oT
dt \ dag, aqk_Q"

Se 0 sistema for conservativo de modo que as forgas sejam
derivaveis de um potencial ou energia potencial V, podemos escrever

d [ 0T aT_O
dt\dqg,) 0q,
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A forca generalizada pode ser relacionada com a energia cinética

pelas equacoes
d (0T aT
dt\dq,) 9q, i

Se o sistema for conservativo de modo que as forgas F; sejam
derivaveis de um potencial escalares V (73, ..., 7y, t) (Ou energia
potencial V), Neste caso,

F,=-TV = v +aV +avk
=V =l ey Yz
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e as forgas generalizadas escrevem-se

i o7 Z (av 0x, OV 9y oV Ozi) v
‘ ﬁqk 0x;0q,  0y;0qx 0z qy 0qx

=1 =

1%

ka_a_qk

onde usamos a regra da cadeia.

d(oT\ oT
ai\day) " aqr %
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Como d ([ oT oT B . 0, = _6_V
at\da. ) “aq. = “

resulta

LAV AP
dt qu aqk

Dado que aV/a g, = 0, esta ultima equacao equivale a

KIS RN

Definindo a funcdo de Lagrange ou, simplesmente, lagrangiano L por

IL=T—-V]|
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dt laqk

(T — V)]——(T V) =0 L=T-V

as equacdes de movimento do sistema podem ser escritas na forma

d(oLy_aL _
dt\dqx) Odqx

ondek=1,..,n

d
Se o sistema nao for conservativo

——> Equacoes de Lagrange

— = Uk

oL ) oL
dqx

t\0qy
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Exemplo 13:

Considere uma particula de massa m sujeita a uma
conservativa F num espaco tridimensional.

» Solucao
1. Newton: z F=md

Usando coordenadas cartesianas X, y € z temos:

Fy
m y =

R

X = y 5=

F
m m

forca



Exemplo 13:

2. Lagrange: d/oL) oL _
dt qu 0qk

Usando coordenadas cartesianas X, y e z temos:

I .
T = Em(x2 +y%+2%); V=V(x7y,2)

=-m(x2 +y2 + 22 —V(x,,2)

f
Q—LZHE'i(l)Zu X :_i =—oV/ox=F
OxX ox X

d o ~mX=F
8 d (JL oL _ ., T
{ = =my ; I(E) my ; E—@Vﬁ@y—FY..my—l:}_
ZIEZIHE,%(Z—L)—IHE;%Zﬁ‘vTXGZZFE.-.mEZFZ
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Exemplo 14:

Consideremos uma particula de massa m em uma dimensao, sem
atrito, sob a acdo de uma mola de constante k, conforme
representado na figura:




Exemplo 14:

» Solucao

M-

____

0: X
1. Newton: Zﬁ =md - F = —kx
Usando a coordenada x representada na figura temos

. . kx
—kx =mxX > X =——
m
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2. Lagrange: d (oL _ﬂzo
dt 0qk 0qk

T=Y%mx?:V =" kx?
L=Y%mx?-%kx?

=111X;§=-kx:.mx=-kx
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Exemplo 15:

O objetivo deste exemplo € ilustrar certos cuidados que devemos ter
em relacdo as varias derivadas parciais e totais que aparecem ao
longo dos calculos no formalismo de Lagrange. Considere um
sistema ficticio de dois graus de liberdade cuja Lagrangeana € dada

por L = CI12512 + 5I12-

e do L d(oL)_ oL _
quacoes de Lagrange dt\ 94, aqk—

Essa Lagrangeana tem as seguintes derivadas parciais:

oL oL . OL oL
— — 2 . . — 2 - — 2 ] - — U
3'&'1 o 39’2 I dih L
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oL _,. 9L _, OL _, .  OL
3'}"1 o 3@‘2 h 3*‘-}1 e 3’2‘2 *

Veja que g, ndo aparece em L. As derivadas totais em relagado ao
tempo ficam

d (9L _,,. d (LY _, .
dt \ 94, = 241 dt \ 9 = 24141

Como as equacdes de Lagrange tem a forma

d(oLy_o
dt aqk aqk_

de forma que as duas equacdes de movimento ficam

@1 — q1q2 = U 211 — 0 =10
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Exemplo 16:

Determine a equacao de Lagrange e as equagOes de movimento para
um péndulo com suporte livre (a massa M pode se mover livremente
sem atrito no plano horizontal, enquanto o péndulo oscila no plano

vertical).




Exemplo 16:

Refazendo o desenho e tomando o nivel de referencia na origem,
temos

X =x+1sin6




Exemplo 16:

Podemos escrever as energias cinética e potencial
1 1

T =-Mx*+-m(X*+Y?)
2 2
Vu=0 e V,=—-mgy, logo V =-mgY
Como
X=x+1sin0 —» X=x+10cos6
Y = lcos® —» Y =-16sin6
Logo

X24+Y2=2x%2+120%2 4+ 2lx0 cos O



Exemplo 16:

Podemos reescrever as energias cinética e potencial como

m+M  ml* . -,
T = > X +79 + mlx6 cos 6

V =—-—mglcosf

Alagrangiana fica

m+M ml* -,
L=T-V = ;X +TB + mlx6 cos 8 + mglcos 6




Exemplo 16:

OBS: A energia cinética e a energia potencial que aparecem na
equacdo de Lagrange s6 pode ser escrita em relagcdo a um referencial
inercial. Isto se deve ao fato das equacdes de Lagrange terem sido
deduzidas do principio de d'Lambert e esse principio envolve a
aplicacdo da 2° lei de Newton que € valida apenas para referenciais
inerciais.

Um erro comum €& escrever a energia cinética em relagcao ao suporte
(massa M em movimento), que em geral executa um movimento
acelerado.

ml?

U2=l292 > T = 792



Exemplo 16:

m+M ml* -,
L= X +79 + mlx6 cos 8 + mglcos B

Podemos, agora, determinar as equagdes de movimento
d (oL OJL 0
dt\ox/ oJx

d . .
a[(m+M)x+ml@cosH]—0=O

(m + M)¥% + ml6 cos & —mlh?sinf =0




Exemplo 16:
d /oL oL 0
dt\gg/ 96

d : :
" |mi26 + mlx cos 6] — [-mlx6 sind —mglsing| =0

ml%6 + mlx cos 0 — mlx6 sin 6 + mlx0 sin @ + mglsin6 = 0

mi%6 + mli cos 6 + mglsinf = 0




Exemplo 16:

Como as equacdes de movimento sao dificeis de resolver (equacdes
nao lineares — nao existe um método geral de resolucgao , cada caso €
um caso), vamos analisar alguns casos limites (particulares) afim de
verificarmos se essas equacdes estdo corretas.

M

1°9Sem=0
(m + M)% + mlf cos @ — mlO?sinh = 0

O0O+M)i=0 - =0 - Msemovecomoum corpo livre




Exemplo 16:

2)SeM =
(m + M)¥ + mll cos @ —ml?sinf = 0

Divide-se todos os termos por M

(m + M)x N ml6cos® mlO?sinb B

W W v 0- x=0

Substituindo ¥ =0 na segunda equacdo de movimento
(ml20 + ml¥ cos 6 + mglsin® = 0 ) e dividindo por mi?,
obtemos

[9'+%sin6 =0

que corresponde a equacdo do péndulo simples com ponto de
suspensao fixo.
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Exemplo 17

Considere o pendulo simples da figura abaixo. Em coordenadas
polares o raio é fixo r = a e 0 é a unica coordenada livre. A
transformacéo de x, y para 6 € x = a cos 6, y = a sin 6. A energia
cinética é obtida calculando-se

<y

r = —abfsinf




Exemplo 17

A energia cinética é obtida calculando-se

T = m(i% 4 92)/2 = ma262 /2

V = —mgr = —mgacost

Como o lagrangiano é dadopor L =T —V

1 .
Obtemos L = —ma?6?

5 + maga cos f/



Exemplo 17

1 .
L = Emﬂgﬁg + maga cos t/
cuncios do | d (L) OL 0
quagdes de Lagrange  — ) 70"
oL 25 oL 0
o5 = ma > o5 =mgasin

e a equacao de movimento fica

ma?0 —mgasind =0 - af = —gsinb
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Exemplo 18:

Obter a lagrangiana e as respectivas equacoes de Lagrange para o
sistema mecanico representado, considerando desprezivel as
massas da roldana e do fio inextensivel, e que o comprimento natural
damolaé [.

TLLLLLT LTI LTI L LLLLL

Solucao:
Supondo que o fio permanega sempre
esticado, o vinculo

o) X1+x2=lo

X [o€ uma constante determinada pelo
215, o comprimento do fio e pelo raio da
= § roldana, mostra que somente duas das

\ trés coordenadas x4, x,, x5 podem ser

tomadas como




Exemplo 18

Solucao:
Supondo que o fio permanega sempre esticado, 0 vinculo

xl‘l‘xz:lo

l, € uma constante determinada pelo comprimento do fio e pelo raio
da roldana, mostra que somente duas das trés coordenadas x4, x,, X3
podem ser tomadas como coordenadas generalizadas — o sistema
possui dois graus de liberdade. Escolhemos x, e x;  como

coordenadas generalizadas.
A energia cinética do sistema é

my,, m;. , Mg, my; +m, . ms .
T=—7 %" 500" o = —— ) + 4y

porque x; = —X




Exemplo 18

Adotando o nivel zero do potencial gravitacional no plano horizontal
que passa no centro da polia, temos

x1+x2=l0$x1=l0—x2

k
V'=-migx; —mygx; —mypgxs; + E(x?’ —x; — 1)?

V =—(m, —my)gx, —mygly —msgxs + E(xs —xp — 1)?
Alagrangiana é
L=T-V

m, +m m
L= 12 2x'22+735c32+(m2—m1)gx2+

k
+mygly + magxs — E(xB —x; — 1)?




Exemplo 18

e oL 0 - (my +my)x; — ( )g — k( )=0
_— — —_—— - —_ —_— —_ —_ —_ —
dt axz axz myq mo )Xoy mo mq)g X3 X

d (oL oL 0 X + k( 3] 0
_— —_—— - —_ —_ _ —
dt \ 9% 9% MmzXz —|[ms3 g X3 — X ]

Se k = 0 nédo ha interagdo ente m, e m,. Neste caso limite as
equagoes de Lagrange preveem corretamente que m, cai em queda

livre (X3 = g) e que a aceleragéo X, = (""‘2_""1)9/(“11 +m,) 4@

massa m, coincida com a obtida no tratamento da maquina de
Atwood pelo principio de d’Alembert.




Exemplo 18

=21 -;mz X2 +%9’c32 + (my, — my)gx, + mygxs _E(xg —x, — D2+ mygl,
Temos
oL AL
d_x'z= (ml +m2)x2 d_x2= (mz +m1)g+k(X3 — X9 —l)
oL . oL B
d—x3=m3x3 d_}%_m3g+k(x3_x2_l)

As equacoOes de Lagrange sao

d (JdL oL .
di a_xz —a—xz=0—>(m1+m2)x2—(m2—ml)g—k(xg—xz—l)=0

d (dL oL .
ac\ox, —a—xS=0—>m3x3+k(x3—x2—l)=O



Dinamica Lagrangiana

Exemplo 19:

Uma particula move-se num plano e coordenadas polares séo
empregadas para a descricdo do movimento. O vetor posicdo da
particula escreve-se ¥ = rcos 01 + rsin 6].

YA
YA

o>
o>

m —




Exemplo 19

As componentes da forca generalizada sao

- 67_‘) - n . =T
leQT=F°E=F°(COSQL+Sln9D=F°er=Fr
, Or

Q, = Qg =F-%=rﬁ-(—sin02+c059f)=rﬁ-é9 = rky

Onde é, = cosBi+sinffe ég =—sinfi+cosfj sao 0s
unitarios radial e angular representados na figura.

Usando
x =7cosO —r0sinb , y =fsin9+r9cos@,

a energia cinéetica expressa em termos de coordenadas polares ¢

m m .
T = 7(36'2 +y2) — 7(7”2 +T292)



Exemplo 19

Portanto, podemos escrever

d [T\ oT d (0T\ @T ) |
=0 = Q, > mi —mr0? =F,

. - - =_-_ k —_ — —. _ —_—.
dt \dqy dqy dt \dr or
d(aT\ or d (0T\ aT d ah_ g
at\da. ) "aq. - % T ai\ag) “aa = e D gmr =1k

Verifica-se portanto que 1rFy € a componente normal ao plano do
movimento do torque em relacdo & origem, enquanto mr?6 é a
componente do momento angular. Desenvolvendo explicitamente a
derivada temporal, as equagdes de movimento anteriores tornam-se

mi —mr6? =E. mré + 2mif = Fy ,

que sao simplesmente as componentes polares da equacdo de
movimento de Newton.




Dinamica Lagrangiana

Exemplo 20:
Uma conta desliza ao longo de uma haste retilinea lisa que gira com

velocidade angular constante num plano horizontal. Descreva seu
movimento pelo formalismo de Lagrange.

d
<\0)




Exemplo 20

Solucao:

Seja xy o plano horizontal que contém a haste e usemos as
coordenadas polares para localizar a massa m. As varaveis r, 8 nao
podem ser tomadas como coordenadas generalizadas porque 6 €
forcada a obedecer a restricao 6 — wt = 0, que € um vinculo
holénomo da forma f(qq,...,q,,t) =0, onde w € a velocidade
angular da haste, suposta conhecida. O sistema possui somente um
grau de liberdade (movimento radial) e podemos escolher q; = r
como coordenada generalizada. A energia cinética pode ser escrita na
forma

m . m
T = ?(7"2 +71202) = ?(7"2 + w?r?)

Onde usamos 8 = w.




Exemplo 20

Adotando o nivel zero do potencial gravitacional no plano do
movimento, a lagrangiana do sistema se reduz a energia cinética:

m
L:T—V:?(fz+w2r2)

Dispondo da lagrangiana expressa exclusivamente em fungao de
r e 1, a equagao de movimento do sistema & imediatamente obtida:

d(oLy_oL_ d( ) S o
at\ar ]~ or de ) T meTr rEoT

Conclui-se que a conta tende a se afastar do eixo de rotagcdo em
consequéncia da “forca centrifuga”, que € o resultado bem conhecido.



Dinamica Lagrangiana

Exemplo 21:

Aplicar o formalismo lagrangiano para obter as equagdes
movimento de um péndulo duplo plano.

Tz

m,

de



Exemplo 21

Sejam (x1,v;) e (x,,y,) as coordenadas cartesianas das mas
m, e m,, respectivamente. Tomando-se os angulos 6; e 6,
como coordenadas generalizadas, temos

x1 =l cos 6y y1 = l; sin 6,4

X, =1lycos0; +1l,cos8, y,=1;sinb;+1[,sin0b,
donde
.7&1 — _llél SEn 01 ) XZ — _llél Sen 81 — lzéz SEn 62

yl — llél coS 61 ) yz — llél COS 81 + lzéz COS 82



Exemplo 21

A energia cinética relativa ao referencial supostamente inercial
(x,y) €

mq . . my . .
T=7(x12+y12)+7(x22+y22)

que, em termos das coordenadas e velocidades generalizadas,
escreve-se

m;+m .
T=———1%6"+

m;

> 1228'22 + mzlllzéléz COS(HJ_ — 62)




Exemplo 21

Por outro lado, com o nivel zero do potencial gravitacional no plano
horizontal que contém o ponto de suspensao de mq, temos

V =-mygy; —m,gy, = —(my; + my)gly cos8; —m,gl; cos 6,

Finalmente, a lagrangiana L =T — V ¢é dada por

m, 1,262
[ = 20,0,

m; +m :
— 1,76, +
+(my + m,)gl, cos 6, + m,gl, cos 6,

+ mzlllzéléz COS(Hl — 92)




Exemplo 21

Usando
dL
ae (ml + mz)l 261 + mzlllzgz COS(91 — 62)
1
0L ..
Y i —Myly 1,010, sin (6; — 6,) — (my + my)gly sin 6,
1

=0

a equacao de Lagrange d ([ JL dL
dt\o6,) 00,

toma a forma

(my, + my)1,20; + my,1,1,0, cos(6, — 6,)
+ m,1;1,0,% sin(6; — 0,) + (m; + m,)gl, sin 9,
=0




Exemplo 21

De modo inteiramente analogo, obtemos a segunda das equaces
de Lagrange

oL oL
60.2 = ... 6_92_

a equacao de Lagrange

d(oL) oL _ .
dt\o6,) 06,

Obtém-se

m,1,20, + m,l,1,0; cos(6; — 6,)
— mzlllzelz Sin(91 — 62) + nglz Sin 92 —_ 0




Dinamica Lagrangiana

Exemplo 22:

Uma particula de massa m move-se em um campo de for¢a conservativo.
Ache (a) a funcédo lagrangiana, (b) as equacbes do movimento em
coordenadas cilindrica (r, 8, z).

P = (r,@,z)




Exemplo 22

Solucao:
(a) A energia cinética total em coordenadas cilindricas
1 :
T = Em[f‘z + 71262 + 72|

A energia potencial V = (r, 6, z). Entédo a fungéo lagrangiana é
1 :
L=T-V= Em[f"z +7120%2 + 22| -V (r,0,2)
(b) As equagdes de Lagrange séo

d oL\ oL _  _ d ) AT
—_— —_—— _ — —_— _—— —
dt\ar | or a0 T\ TGy

aV

- m(F —r6?) = -



Exemplo 22

d (aL\ oL ( 29)+av ;
dt\ao) 96 mr 90

d . aV

(42 _
> me (r?0) = -
d (aL\ oL d( )+av ;
dt\oz) oz mz) + 5,

oV

- mi=-——

0z




Dinamica Lagrangiana

Exemplo 23:

Considere o caso do movimento de projeteis sob a gravidade em duas
dimensodes. Encontre as equagdes de movimento nas coordenadas (a)
cartesianas e (b) polares.




Exemplo 23

Solucao:
(a) Em coordenadas cartesianas, podemos escrever

1 1 1
T = Em(5c2 +y2) = mez + Emyz V=mgy
T ., 1
L=T—V=§mx2+§my2—mgy
d (o) oL _ 4 020 o §o0
_ — ) — = - o —_ = s =
dt\ox)  ox e *

d(oL\ oL _ d s 0
_ — —_— = - _— o - = -
dt \ o+ dt my)+mg y g



Exemplo 23

(b) Em coordenadas polares, podemos escrever

1 . 2 1 1 N2 _
T=§m[r2+(r9) ]=§m7"2+§m(r9) V =mgrsinf
1 1 :
L =T—V=§m”i"2 +§m(r9)2 — mgrsinf

dat\or) or dt
- 1% —gsinf —# =0

d (dL\ oL d . |
=0 » —(mr)—mr8?+mgsind =0 -

d (9L\ oL _ 4 nr26) .o
| — ]| —— = - — — — —
TACY: PY: dt mr mgdgr CoS

- —21r70 — 120 — grcos6 =0




Exemplo 23

As equacOes de movimento em coordenadas cartesianas sao mais
simples que as equagdes em coordenadas polares. Devemos
escolher as coordenadas cartesianas como as coordenadas para
resolver o problema. A chave para esse reconhecimento foi que a
energia potencial do sistema depende somente da coordenada vy.
Nas coordenadas polares, a energia potencial dependia tanto de r
como de 6.




Dinamica Lagrangiana

Exemplo 24:

Considere o sistema de polia dupla mostrado na figura. Utilize as
coordenadas indicadas e determine as equagdes do movimento.

L)

- ——— - —— - ———————

FE e olia ' '
w Considere as polias sem

Massa.
STBESRER PSR AR [, (R
Polia 2
/«_7 —_\'
b4 .
m 3

Moy




Exemplo 24:

Nz el clily
Y1 =X

[y -x
dor opf3 Y=l —x+y
yv3=bL—x—-1l -y
Polia 2 l1=Cte
, l2=Ct€

7722




Exemplo 24:

Solucao:

Considere as polias como sem massa e estabeleca [; e [, como 0s
comprimentos da corda livremente suspensa de cada uma das duas
polias. As distancias x e y sdo medidas do centro das duas polias.
ml: 171 —_ x

d L
my: v2=a(l1—x+y)=—x+y

ms: v3=a(l1—x+lz—w=—5€—5’

1 2, 1 2 1 2
T=Em1v1 +Em2v2 +Em3v3

1 1

T = Emlfcz +§m2(y — x)? +§m3(—5c — y)*




Exemplo 24:

Entalecemos a energia potencial V=0em x = 0.

V=V+V,+V;=-—mgy; —mygy, —msgy;

V=-mgx—myg(lly—x+y)—mzg(ly —x+1, —y)

Simplificando, temos

V=-mgx—myg(ly—x+y)—m3g(ly —x+1,—y)




Exemplo 24:

Como T e V foram determinados, as equacfes de movimento podem
ser obtidas utilizando

1 o
Tzzmlx +Em2(y—x) +Em3(—x—y)

V=-mgx—myg(ly —x+y)—mzg(ly —x+1, —y)
L=T-V

O B o,
L= Mm% +§m2(y—x) +Em3(—x—y) —

[-mygx —myg(ly —x+y) —mzg(ly —x + 1, —y)]



Exemplo 24:

As equacoes de movimento podem ser obtidas utilizando

d(oL)_oL _
dt\oqx) 0qx

que também pode ser escrita em funcdo de xe y
d (0L aL_O d (0L aL_O
dt\ox) ox dt\oy) ay

Os resultados sao:

miX + my(¥ —y) +mz (¥ —y) = (my —my —m3)g

€

—my(X —y) +mz (X +y) = (m, —mg3)g




Dinamica Lagrangiana

Exemplo 25:

Pendulo com apoio em parabola. Como ilustracao adicional considere
um péndulo cujo ponto de suspenséo desliza sem atrito sobre uma
parabola y = ax?.

y A




Exemplo 25:

As coordenadas do ponto de apoio sao x e y, as da massasao Xe Y e
0 € 0 angulo que o fio do pendulo faz com a vertical. O sistema tem
dois graus de liberdade e as coordenadas generalizadas podem ser
escolhidas como x e 6. As equacdes que conectam a posicdo da
particula com x e 0 s3o:

X=x+1sin0 X=x+10cos6
Y =ax?—1cos® Y =2axx+10sinb

As energias cinética e potencial séo

1 . .
T = Em [(x + L6 cos 0)2 + (Zaxfc + [0 sin 9)2]

V =mgY = mg(ax? — [ cos §)



Exemplo 25:

A Lagrangeana e
L=T-V

1 : .
L = om [(x + 1O cos 9)2 + (Zaxa'c + 16 sin 9)2] —mg(ax? — lcos )

Fica como exercicio escrever as equacdes de movimento.




Dinamica Lagrangiana

> Potenciais Generalizados

Quando as forcas generalizadas resultam de uma fungao
U(qq, ..-»qn, 41, ---, 4o, t) POr meio das expressdes

d [ oU oU
dt \ dg, 8qk_Qk

entdo a lagrangiana fica definida por

lL=T-U|

onde funcdo U € chamada potencial generalizado ou potencial
dependente das velocidades.




Dinamica Lagrangiana

A classe de forcas abrangidas pela equacédo Q, = % (%) - % &
maia ampla do que o conjunto das forgas conservativas, estas ultimas
constituindo um caso particular em que U independe das velocidades
generalizadas e do tempo. Um exemplo importante € a forca

eletromagnética sobre uma carga em movimento.

Continuam validas as equagdes de movimento de Lagrange na forma

d / 0L —E—O ondek =1, ..., n.
dt\oqx) daqx




Dinamica Lagrangiana

OBS:

i. A formulagdo lagrangiana s6 pode ser utilizada em sistemas
conservativos (forgas conservativas) ou, pelo menos, admitir um
potencial generalizado que dependa das coordenadas de
velocidade.

ii. Se houver forgas dissipativas, como por exemplo, atrito viscoso
num liquido, um corpo se movendo no ar a baixas velocidades, nao
cabem na formulagéo lagrangiana. Podemos usar, nestes casos, a
fungéo de dissipagao de Rayleigh.




Dinamica Lagrangiana - Particula Carregada num Campo Eletromagnético

Determinar a lagrangiana de uma particula carregada em um campo
eletromagnético externo.

A forca experimentada por uma carga elétrica e em movimento num

campo eletromagnético externo € a forca de Lorentz (em unidades
CGS gaussianas)

ﬁ=e(ﬁ+§x§)

As equacoes de Maxwell permitem escrever os campos em termos de

um potencial escalar ¢(7,t) e de um potencial vetor /T(F, t) da
seguinte maneira:

— — 1614) - — -
E=—V¢—EE , B=VXA




Dinamica Lagrangiana - Particula Carregada num Campo Eletromagnético

Utilizando como coordenadas as proprias coordenadas cartesianas
da particula, as componentes da forca generalizada coincidem as
componentes cartesianas da forca de Lorentz. Considere, portanto

F = { v 1aj+1*><(|7></f)}

- ° ¢ cat "¢’

Pretendemos mostrar que F pode ser representada na forma Q, =
AN oU oU

" (qu) 34, Para alguma fungao U. Mas em Q; = — (d_c'zk) ~ 0

aparece uma derivada total em relacdo ao tempo, ao passo que em
F = e{—\7¢ _1o4 1 x (V x A)} a derivada é parcial.

c Ot c
Podemos introduzir uma derlvada total em

{ Ve — la—A + - x (V x /T)} notando que




Dinamica Lagrangiana - Particula Carregada num Campo Eletromagnético

-

0A
ot

dﬁ_aﬁ_+aﬁ,+aﬁ,+aﬁ_(é 7)d +
dt _ox ay? ez " ar

Usando ainda

px(VxA)=V(3-4)— (8-7)4,

pois 0 operador nabla sO afeta as variaveis de posicdo, podemos
escrever

N L 1dA 1., .
F=e{—|7¢—EE+EV(v-A)}




Dinamica Lagrangiana - Particula Carregada num Campo Eletromagnético

> 19 jo , ko
Com o uso do operador I, = ;x + g], t, € levando em conta que as

coordenadas e velocidades generalizadas sao tratadas como
quantidades independentes, ficamos com

pois ¢ e A ndo dependem da velocidade



Dinamica Lagrangiana - Particula Carregada num Campo Eletromagnético

Levando-se em conta que g; = x, g, =y, g3 = z, a forca F assume a

. d (dU oU
forma daequacdo Q, = — (—) — — com
dt \dqy

e, -
U=e¢—zv-A

de modo que

L=T-U=" +25-4
_ 2 e9 c’

E a lagrangeana de uma particula carregada num campo
eletromagnetico externo.




Dinamica Lagrangiana - Particula Carregada num Campo Eletromagnético

O momento candnico é dado por

oL . e . .
p; = %, = mx; +2Ai(7"; t) i=1,23

p=mv—-—

: : : 1
OBS: no sistema internacional o termo - desaparece e a
expressao da lagrangiana fica




Dinamica Lagrangiana - Particula Livre Relativistica

Vamos construir a lagrangiana de uma particula livre relativistica.
Uma quantidade invariante de Lorentz envolvendo diretamente as

coordenadas do espaco-tempo (de Minkowiski, sem gravidade) € a
meétrica descrita pelo elemento de linha

ds? = c*dt? — dr?

em que c € a velocidade da luz no vacuo.




Dinamica Lagrangiana - Particula Livre Relativistica

A acao da particula livre relativistica pode ser proporcional a integral

de qualquer potencia de ds. Vamos, por simplicidade, considerar a

acao na forma ,
S=a | ds

onde o € uma constante a ser determinada.

VVamos escrever a expressao numa forma mais conveniente

S= aff\/czdtz —dr? = cxcfl2 1 —:—2 dt

onde v = Z—’Z. Aqui podemos identificar a lagrangiana da particula por

t~
I

ac |1—— dt = acl|ll——




Dinamica Lagrangiana - Particula Livre Relativistica

No limite ndo-relativistico, v «< ¢, temos

. . 1 p? B la
~ ac S z| = ac =57V

O primeiro termo desta equacao € uma constante, que ndo altera as
equacOes de movimento pois estas sao obtidas por derivacao de L.

la : " :
O segundo termo _EZUZ deve ser identificado como a energia

" ~ T | 2 .
cinética nao relativistica Smvs, onde m € a massa de repouso da
particula; entdo a = —mc. Logo




Dinamica Lagrangiana - Particula Livre Relativistica

Daqui podemos obter quantidades importantes como o momento
relativistico e a energia relativistica da particula. VVejamos primeiro o

momento relativistico. Notando que v* = ¥7_, %%, temos
5 1
oL 0 > %22
= — = — 2__ 1 —_ J =
Pi=o% ~ T R [ c?
1
— —mczl 1 — Z] sz 2 (_le)
2 c? c?
ma’ci N m N
_ . _
pi — p i
1-= 1-=

1=1,2,3



